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» PROBLEMA 1
Seja Xy, X1,... uma sequéncia de reais que satisfaz as seguintes condigoes
(i) Xor = (4Xo,_1 — Xop_2)?, para k inteiro positivo
(i) Xopy1 = |X42"' — k2|, para k inteiro nio negativo
e com Xy =1.
(a) Encontre o valor de Xag29.
(b) Mostre que existem infinitos niimeros impares nessa sequéncia que sdo multiplos de 2021.

Solugio: Conjectura: Para m inteiro ndo nulo, X, = (2n — 2)%.

Prova por indugao:

I) Casos iniciais:
e Xo=0=(2-2" pois Xg=1eX;=[2—-0% =1 entio Xo=(4-2-1)2=0
e X;=16=(4—2)% pois Xy =0e X5 =|2 — 12| = 1, entdio X4 = (4.1 — 0)2 = 16.

II) Hipé6tese de Inducgao:
Suponha que para todo m com 0 < m < M, Xo,, = (2m — 2)*.

III) Passo indutivo:
Vamos provar que Xo(ar41) = [2(M 4 1) —2]* = (2M)*.

Temos que Xo(ar41) = | &2 _ 2|, como sabemos Xopr = (2M —2)*, obtemos que Xomt1) = \M — M?2|.
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Sabemos que para M > 2, % — M? >0, ja que:
_9\4
@M=" 2 g
M?—3M+2>0
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e essa funcdo é convexa com raizes 2 e % Assim, nao precisamos mais do médulo: Xop, 411 = % —n? para

n > 2.

Substituindo Xops e Xoary1 em Xopsyo, temos que:
o4
Xom+1) = {4-[% — M?) — (2M —2)*}?
Xy ={(2M —2)* —4M? — (2M - 2)*}?
Xomyry = {—4M?}?
Xom1) = (2M)*

Ou seja, Xo(p41) = (2M +2 — 2)4, concluindo assim nosso passo indutivo.

(a) Xag22 = 2020%.
(b) Para n > 2,

2n—2)* 9

Xopy1 = G20 1 L —n
4n?—8n+4)>2 2
Xopgp = W3t g

X2n+1 = (2n2 —4n + 2)2 — n2X2n+1
Xont1 = (202 —5n +2)(2n? — 3n + 2)
Xoni1 = (2n —1)(n —2)(2n? — 3n + 2)

Ou seja, com n = 2021t + 2, 2021| X541 para todo t inteiro positivo, pois o fator (n-2) serd miltiplo de 2021.
Como o item (b) pede que X:11 seja impar, s6 precisamos fazer t inteiro positivo impar.



» PROBLEMA 2
Sejam a, b, e k inteiros positivos tais que

mdec(a, b)? + mmec(a,b)? + a?b? = 2020*.

Prove que k é par.

Solugdo: Sabemos que vale a seguinte relacgao:
mdc(a, b) - mme(a,b) = ab.
Logo, a equagao equivale a:
mde(a, b)? + mme(a, b)? + (mdc(a.b) - mme(a, b))? = 2020*
Somando um dos dois lados, podemos fatorar utilizando a fatoracio 1 + . +y + 2y = (1 + z)(1 + y).
Ficamos entao com:
mde(a, b)? + mmec(a, b)? + (mdc(a, b) - mmc(a,b))? + 1 = 2020% + 1
(1 + mdc(a, b)?)(1 + mme(a, b)?) = 2020% + 1
Agora veja que se k é fmpar, entdo 2021 = 43 - 47 divide (2020% + 1). Mas entdo 43 divide mdc(a,b)? + 1 ou
mmc(a,b)? + 1, que sdo ntimeros da forma 2 + 1. Mas sabemos o seguinte lema:

Lema: Seja p um ntimero primo. Entdo, existe x € Z tal que p|z? + 1 se, e somente se, p =1 (mod 4).
Mas 43 deixa resto 3 médulo 4, absurdo! Portanto, ndo existe solugdo para k {mpar.



» PROBLEMA 3
Um tridngulo acutdngulo ABC com AC > AB estd inscrito na circunferéncia 2. Seja P o ponto médio do arco
menor BC de 2, e @ o ponto médio do arco maior BC' de 2. Seja M a projegao de @) para AC. Prove que o
circuncirculo do tridngulo AM B passa pelo ponto médio do segmento AP.

Solugio 1: Seja T o segundo ponto de intersegdo de AP com (AMB) e 2a = ZA. Nosso objetivo é provar que
AP=2-TP.

Como PT e MC concorrem em A, e B € (AMT),B € (ACP), B é o centro da roto-homotetia que leva MT
em CP. Pela semelhanca automética desta roto-homotetia, ABTP = ABMC.
Com isso, podemos obter a relacao

TP MC BP-MC

BP ~ BC — TP = —Bo
Como o tridngulo QM C' é retangulo, sendo v = LZACQ = LAPQ, temos que
BP-QC -sin(90 — v)

BC
Pela lei dos senos extendida, QC = 2R sin(90 — «), BP = 2Rsina e BC' = 2R sin 2« logo
sin(90 — «) - sin v - sin(90 — ) _5R. sin(90 — ) _AP
sin 2« 2 2

Onde a ultima igualdade vale pela lei dos senos estendida no tridngulo AQP. Portanto, provamos que AP =
2 - TP, concluindo a prova.

MC=QC -sin(90 —v) = TP =

TP =2R-

O

Solugio 2: Seja T o segundo ponto de intersecao de AP com (AM B). Seja O o centro da circunferéncia (ABC).
Nosso objetivo é provar que T é ponto médio de AP.

Primeiramente vamos provar que os tridngulos ABTP e ABMC. sao semelhantes (1). O angulo ZBCM =
ZBPA (por Q) = ZBPT. Além disso, como AMTB é ciclico = /ZBTP = 180° —4/BTA = 180° —4BMA
= /BMC. Portanto, com as igualdades (/BCM = ZBPT) e ({BTP = ZBMC), temos que os tridngulos
sao de fato semelhantes (Caso Angulo-Angulo).

Agora provaremos que os tridngulos ABPO e ABCQ. séo semelhantes (2). O angulo ZBPO é o mesmo que
/BPQ = ZBCQ (por Q). Além disso, o angulo central /ZBOP = /BAC = ZBQC (por Q). Portanto, com
as igualdades (£/BPO = ZBCQ) e ({BOP = £ZBQC), temos que os tridngulos sdo de fato semelhantes (Caso
Angulo-Angulo).

Das semelhangas (1) e (2), temos as seguintes relagoes:
PT_BP_PO
MC BC QC

Por €, temos que ZAPQ = LACQ, que é equivalente a ZTPO = ZMCQ (4).

De (3) e (4) concluimos que os tridngulos AT PO e AMCQ. sdo semelhantes = ZOTP = LQMC = 90°.
Como OA = OP (AAOP isésceles) e ZOTP = 90° — TA = TP e T é ponto médio de AP.




Solugdo 03: Seja N o ponto médio de AP. Provaremos que AMNB ¢é ciclico, o que claramente implica o
desejado.

Para isso, sejam 2« e 2y os angulos A e C do tridngulo, e sejam LNMA = ¢ e ZNBA = 6. Provaremos que
© + 6 = 180.

No ABPA, temos ZPAB = «a e ZAPB = 2~. Usando a lei dos senos nos triangulos AANB e APNB e o fato
de que AN = NP, temos

sinf AN _ PN _ sin(2y+a+0)
sima BN BN sin 2y

Usando o truque da cotangente para isolar 6, temos:

in 2
g S oz )
sin(2y + a)

Agora, para calcular cot ¢p: no AAMN, temos ZMAN = «, logo

sin(p+a)  AM (%)
sing AN

Mas AN e AM sao calculdveis. Supondo que o circunraio da circunferéncia é %, temos:
AN — % _ sm(2;+a)
Pois o dngulo que olha para AP na circunferéncia é ZACP, que é 27 + .
Para calcular AM, usamos o triingulo retdngulo AMQ. ZQAM =90 — LZMAP = 90 — «, pois ZQAP = 90
(pois QP é didmetro). Logo,
AM = AQsin «a
O angulo que olha para AQ é ZQPA, que é facilmente calculavel pois @) é ponto médio do arco. Esse angulo é
90 — 2y — a, logo AQ = sin(90 — 2y — &) = cos(2y + ) e AM = cos(2vy + a) sin«
Voltando para (*),
sin(p +a)  2cos(2y + a)sina

= = 2cot(2 i
sin sin(2y + «) cot(2y +a)sina

Usando o truque da cotangente novamente,

cot p = 2cot(2y + o) — cot

Queremos provar que cot ¢ = — cot 6, ou

SN2y o8(2y +
—2cot(2y + a) + cot a = S ( Y )
sin(2y + «)

Aqui podemos fazer 2y = 4 (o fator 2 ndo é relevante). Abrindo tudo, vé-se que isso é equivalente a

sin d = sin(é 4+ «) cos @ — sin acos(d + )

O que é verdade pois 6 = (0 + a) — «

Estude o truque da cotangente em: https://cyshine.webs.com/Geoconta.pdf



» PROBLEMA 4
Beth resolveu inventar uma nova peca de xadrez, a duquesa. A duquesa ataca todas as casas de duas das quatro
diagonais na qual estd (as diregdes que ela ataca podem variar para duquesas diferentes). Curiosa, ela resolveu
perguntar qual é o maior niimero n possivel de duquesas que podem ser colocadas simultaneamente em um
tabuleiro de xadrez 8 x 8 tal que nenhuma duquesa ataque outra. Encontre o valor de n.

FEste ¢ um exemplo de uma duquesa em um tabuleiro 4 x 4.
As casas atacadas estao marcadas em vermelho.

Solugao: Seja n o nimero de duquesas. Vamos contar a quantidade de dire¢oes em um tabuleiro 8x8. H& 30
diagonais, e como para cada diagonal, ha 2 diregoes, o total de dire¢oes é 60. Entretanto, ndo ha como todas as
60 direcoes serem consumidas num mesmo exemplo. Marcando trés das quatro diagonais nas casas dos cantos
(da maneira abaixo), podemos provar que no méximo duas das trés diagonais representadas em cada quina
poderao ser consumidas.
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Analisando a casa Al, vamos supor que é possivel usar as trés diagonais indicadas. A tnica forma de as dia-
gonais § e § serem consumidas é se existe uma duquesa X em Al que ataca essas duas dire¢oes. Entretanto,
desse modo a direcdo o de A1 néo sera usada, ou teriamos que essa duquesa Y atacaria a duquesa X. Absurdo!

A prova é andloga para as outras quinas, assim retirando pelo menos 4 dire¢oes da cota inicial. Portanto, no
maximo 56 das 60 dire¢oes podem ser atacadas em uma mesma disposicao de duquesas.

Ao colocar uma duquesa A em uma posi¢do qualquer, ndo podemos posicionar outra duquesa B em uma das
2 diregoes que a duquesa A ataca. Desta forma, podemos dizer que cada duquesa consome 2 direcoes, e com
isso concluir que:

2.-n<56 = n <28.

Temos um exemplo com 28 duquesas abaixo, logo n = 28



Y000 00 0| &

D 0,2/0/8/8/8/8




