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» PROBLEMA 1
Leticia adora brincar com conjuntos. Em determinado dia, ela decidiu criar um conjunto L tal que para todo n
inteiro positivo, exatamente um elemento entre n, 2n e 3n estivesse em L. Se 2 pertence a L, prove que 13824
nao estd em L

Solugdo:

Lemal:nel < 6nelL VneN

Vamos provar a volta primeiro. Se 6n estd em L, entdo olhando as triplas (2n,4n,6n), (3n,6n,9n) podemos
concluir que nem 2n nem 3n estdo em L, logo, pela tripla (n,2n,3n) obtemos que n € L.

No caso n € L suponhamos que 6n nao pertence a L. Pelas triplas (n, 2n,3n), (2n,4n, 6n), (3n, 6n,9n) podemos
concluir que 2n,3n ¢ L = 4n,9n € L. Agora, olhando a tripla (6n,12n, 18n) obtemos que ou 12n ou 18n
estdo em L, ambos gerando um absurdo, ji que 4n € L = 12n ¢ L e 9n € L = 18n ¢ L. Portanto
podemos afirmar que n € L —> 6n € L.

Lema 2: 3ne€ L < 4ne€L VneN

Se 4n € L, pela tripla (2n,4n,6n) = 2n ¢ L,6n ¢ L. Como 6n ¢ L = n ¢ L, logo, pela tripla (n,2n, 3n),
3n e L.

Se 3n € L, pela tripla (n,2n,3n) = n,2n ¢ L e novamente pelo Lema 1, conseguimos que 6n ¢ L também.
Agora pela tripla (2n,4n,6n) = 4n € L, provando o lema.

Voltando ao problema original, como 13824 = 62 - 64, pelo lema 1, 13824 € L <= 64 € L. Mas 64 € L <=
48 € L <= 8 € L, onde a primeira afirmacdo vale pelo Lema 2 e a segunda pelo Lema 1. Para concluir,
vejamos que 8 € L < 6€ L <= 1€ L, e que 1l e 2 ndo podem simultaneamente estar em L. O



» PROBLEMA 2
Defina uma figura geométrica plana de n lados de vértices A1,45,4s3, ..., A, (com A; adjacente a A; ;1 para todo
i inteiro tal que 1 <i < n e com A,, adjacente a A1) como arretada quando:
(i) O segmento A;A; 1 tem medida igual a (v/2)7~%, V 1 < j < n, formando assim uma progressio geométrica
de razao /2.
(i) Os angulos <Ay Ak 1 Ak+2 = 1359, para todo k inteiro tal que 1 < k <n — 2.
Observagio: A figura formada pode ndo ser convexa e seus lados podem se cruzar.
Observagao 2: Os dngulos citados sdo medidos no sentido anti-hordrio.
(a) Encontre a medida do segmento A, A; para uma figura arretada com n = 5.
(b) Encontre a medida do segmento A,,A; para uma figura arretada onde n =1 (mod 4).

Solugao:

Lema: Ezistem retas o, r1, 12, T3 tal que todos 0s pontos Agxti, com k inteiro ndo negativo e 0 < i < 4, estdo
na reta r;.
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Prova: No plano cartesiano, transponha Ay, para (0,0) e Agppip1 para (0,t), com t = (/2)*+? Defina
B como sendo o simétrico de Aggy; por Asgti+1, C, o simétrico de Aggyi+1 por Agptita, € D, o simétrico de
Aupyivo POT Agptits.

Como <CAyptiAgktit1Aakt+ire = 135° temos que <<Aggtitr2Aaptit1 B = 180°—135°= 45°. Assim, como tam-
bém sabemos que Agptit1 Asprive = V2 X AgpriAskyit, temos que Agppist Agprire ¢ diagonal do quadrado
definido pelo lado A4xt;+1B no sentido horério, ou seja, como B = (0, 2t), Ayrrira = (t,2t).

Temos que B, Agp1iyo € Agpqits sao colineares, ja que <BAypyit2Aaryit1 +<Aanyiv1 Aanyiv2Aaryivs = 180°.
Assim, a coordenada das ordenadas de Ayp 4,43 € igual a de Agx4i42 € a coordenada das abscissas é a de Agx4it2
mais o tamanho de Aggiit2Aakrirs = 2t, por definicdo. Ou seja, Aggtits = (3t,2t).

Analogamente a prova para Aggiiy1Aak+it2, temos que Aggii; Ayry1)4 € diagonal do quadrado definido pelo
lado A4xi43D no sentido horério, ou seja, como D = (5t, 2t), temos que Ay(j41)4; = (5¢,0) (Fato 1).

Assim, definindo r; como a reta que passa por Ayyy; e é perpendicular a Ay 4k + i+ 1, Agypy1)4i também
estd nessa reta. J& que Ayy1)4iAae+1)+i+1 € perpendicular a r;, temos que Ag(yi2)4; também pertencerd a
essa reta por prova andloga, e assim sucessivamente.

(a) Pelo (Fato 1), sabemos que se A; = (0,0), entdo A5 = (5¢,0). Ou seja, A1 A5 =5t =5 x A1 A = 5.

(b) Sendo A; = (0,0) e A3 = (0,1), orientando a reta 71 como positiva para a direita, temos que:

Agy1Agy 5 = +5 X Agyr1Agy 1o =5 x (V2)%

Asyi5Asyi1)11 = —5 X AgypsAgyr6 =5 x (V2)¥H

Seja n = 4s + 1 temos que Ay Ays11 = A1 As + AsAg + AgAyz + -+ + Ags—1)4144s+1. A partir desse ponto,
teremos dois casos:
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Caso I) n =8u+1
Temos que:

A1 Agur1 = A1As + AsAg + AgA13 + - - + Ag(u—1)45A8ut1 =
53 [HVDP - (V2)!+ (VB — - (VB D] =

5 x (40 4t +42 . 42(u—1)+1)
Para n impar, temos a seguinte férmula: % =30 (1) X a; X by_;.
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Ou seja, desconsiderando a dire¢ao,
A1A8u+1 =5 X (42uT—1) =42v _1
Caso IT) n=8v+5

Temos que:
A1A8U+ A A5 ‘|‘ A5A9 + A9A13 + + Agv+1A8U+5 =
x [+ \/_ (\/‘ \/‘ __(\/5) (v—1)+4}+(\/§)8v:

( 40 41 +42 L 42(v—1)+1 + 4211)
Para n {mpar, temos a seguinte férmula: % =30 (1) x a; X by_;.
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Ou seja

ApAgyps =5 x (F5EL) = 4204 4



» PROBLEMA 3
O incirculo w de um triangulo ABC toca os lados BC, AC e AB nos pontos D, FE e F, respectivamente. Pontos
distintos K, L sao escolhidos em w satisfazendo ZCKFE + /BKF = Z/CLE + ZBLF = 180°. Prove que a reta
KL é equidistante aos pontos D, E e F

Solugao:

Sejam M e N os pontos médios de DF e DFE, respectivamente, e /A = 2a. Notemos que
LCKE + /BKF =180° <— /BKC+ /FKE = 180°.
Porém, como K € w
— /FKE = /FDFE =90° — «, portanto ZBKC =90°+a = /BIC = K € (BIC)

De maneira completamente analoga obtemos que L € (BIC), logo K e L sao as duas intersegoes de w e (BIC),
ou seja, KL é o eixo radical dessas duas circunferencias.

Por poténcia de ponto em (AFID)
Pot,(M)=FM x MD =IM x MB = Potgrcy(M) = M € KL.

Analogamente N € K L. Com isso, podemos concluir que KL é base média de ADEF e consequentemente,

equidistante aos trés vértices.
O



» PROBLEMA 4

Seja m um inteiro positivo tal que 125n + 22 é um poténcia de 3. Prove que 125n + 29 tem um fator primo
maior do que 100.

Solugdo: Seja 125n + 22 = 3*. Podemos facilmente checar que ords(3) = 4. Testando médulo 125 temos:
3% =6 (mod 25),3% = 11 (mod 25),3' = 16 (mod 25),3'® = 21 (mod 25),3%° =1 (mod 25)

Logo, ordss3 = 20.

Como 3 é raiz primitiva médulo 5 e 25, entdo 3 é raiz primitiva médulo 5° para todo t inteiro positivo, em
particular, t =3 = ordj25(3) = 100.

Checando na mao, obtemos que 3* = 22 (mod 125) <= k = 100l + 11, ji que 3'' = 22 (mod 125).
Olhando médulo 101 temos que

125m +29 = 38 4 7= 310001 L 7 =31 L 7 =0 (mod 101).

Logo, se 125n + 22 = 3* para k inteiro positivo, entdo 101 | 125n + 29 O



