Sequéncias

25 de margo de 2021

1. (Singapura 2010) Sejam (a,,) e (b,,) sequéncias definidas por a; = 1,b; =0 e, para n > 1,
Gp+1 = Tap +12b, + 6 e b1 = 4a, + 7b, + 3.

Prove que a2 ¢ a diferenga de dois cubos consecutivos.
2. A sequéncia {a, },>1 € definida por
a1 =1, ap41 = 2a, + \/ZW para todo n > 1.
Mostrar que a, € um nimero inteiro para todo n.

3. Seja a sequéncia {a, }n>1 dada por a; = 1,a3 =4 e para todo n > 1:

Qp = \/An4+10n—1 +1

(a) Prove que todos os termos da sequéncia sdo inteiros positivos.

(b) Prove que 2a,.a,+1 + 1 € um quadrado perfeito para todo inteiro positivo n.

4. (OBM 2004) Considere a seqiiéncia (a,)nen com ag = a1 = az = az = 1 € apap_4 = @p_1a,_3 + a>_,. Mostre
que todos os termos dessa seqiiéncia sao niimeros inteiros.

5. Considere a sequéncia (z,)p>1 onde 1 = 1,25 = 2011 E 2,49 = 4022x,,4; — ), para todo n € N. Prove que
Z2012 + 1

2012 é um quadrado perfeito.

e

6. Uma sequéncia satisfaz a; = %

aj+ag+--+a, =n?

an paran > 2.
Encontre uma férmula fechada para a.,.

7. (Lista CS) Sejam a, b inteiros positivos. A sequéncia x1,xa, ... € definida por:

1
1 =0,T2 =b,Tpio =x, —
(En+1
Prove que existe um inteiro positivo k para o qual z; = 0.
8. (Ibero 2002) A sequéncia de nimeros reais ag, as, ... ¢ definida por: a; = 56 € ap41 = an, — ai, para todon > 1.

Mostre que existe um inteiro 1 < k£ < 2002 tal que ax < 0.

9. (IMO 1985) Para todo namero real x1, construa a sequéncia x1, s, ... pOr

1
Tpt1 = Tp (xn + ) , para cadan > 1.
n

Prove que existe exatamente um valor de x; para o qual 0 < x,, < x,+1 < 1 para todo n.

10. A sequéncia numérica x1, o, ... satisfaz r1 = % € Tpy1 = xi + xj, para todos os inteiros k. Encontre a parte
inteira da soma:



Lo Lo
IZ?1+1 {E2+1 I100+1

Observacao: a parte inteira de z, denotada por |z |, é o maior inteiro que nao é maior que x.

11. Seja (an)n>1 uma sequéncias de reais positivos tais que

apt1 =/6—2a2, Vn>1.
Prove que a sequéncia é constante.

12. (IMO 2014) Let ag < a1 < as ... be an infinite sequence of positive integers. Prove that there exists a unique

integer n > 1 such that

ap+ai+ax+---+a
Gn < ° nﬁan—Q—l-
n

13. (Cone Sul 1993) Prove que existe uma sucessdo aj,as,..., em que a; é¢ um digito (ou seja, a; pertence a
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e ag = 6, tais que, para cada inteiro positivo n, o numero z,, = ag + 10a; + ... + 10" 1aq,_1
verifica que x2 — x,, é divisivel por 10™.

14. (Cone Sul 2003) Considere a sequéncia {a,} definida da seguinte maneira:

a1 =1,a2 = 3,an12 = 2ap11a, +1, Vn >1
Provar que a maxima poténcia de 2 que divide aso06 — aagos € 22°°3.

15. A sequéncia {a, },>1 € definida por a; = 1,as = 2,a3 = 24 e, para n > 4,

2 2
6a;,_1an—3 — 8an—1a;,_o
ap = .
An—20p—3

Prove que, para todo n, a,, ¢ um inteiro multiplo de n!.

16. Considere a sequéncia {a,},>1, tal que a, = 4a,_1(1 — a,—1) para n > 2. Sabe-se que azp15 = 0. Quantos
s80 os possiveis valores de a7

17. Seja {a,} uma sequéncia estritamente crescente de inteiros que satisfazem a recorréncia

ap =4ap_1 — an_o paran > 2 e ay = 194.

Encontrar as.



