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Problema 1. Seja ABC um triangulo isésceles e retangulo em B. Sejam D e E os pontos médios de AC e AB,
respectivamente. O ponto F é tomado no interior de ABC, de modo que DEF seja um tridngulo equildtero. As retas
BF e AC se intersectam em X e as retas AF e BD se intersectam em Y. Mostre que DX = DY.

Solugao:

Usando que D, E sao pontos médios, segue, pelo teorema da base média, que

BC AB
ED=— =— =AE
5 > AE,

onde a pentltima igualdade decorre de AB = BC, pelo enunciado. Usando que DEF é equilatero e a igualdade acima,
EB = AE = ED = EF = AFB = 90°.
De fato, a soma dos angulos internos de AFB é tal que
2AFE + 2EFB = 180° = 90° = AFE + EFB = AFB.

Note que BD é mediana do triangulo is6sceles ABC referente a base AC. Com isso, é altura e ADB = 90°. Des-
ses dois angulos, vale que Y é encontro das alturas do triangulo ABX. Segue que XY é perpendicular a AB. Do
perpendicularismo original, XY é paralelo a BC. Portanto,

DXY = DCB = 45°

DYX = DBC =45°,

com a tultima igualdade advinda do fato de que a mediana (BD) da base de um tridngulo isésceles é bissetriz. Ou seja,
o tridngulo DXY ¢ isésceles e se tem o resultado.



29 FASE - Nivel B gy o '
ENSINO MEDIO/TECNICO .( ). 9 Torneio Meninas
VA na Matematica

Problema 2. Sejam x e y ntimeros inteiros com

x> —4 y2—4

x—1 " 2y—1

=x+vy.

Determine todas as solugdes (x,y) para a equagao.

Solugao: Removendo os denominadores e aplicando a distributiva, pode-se escrever que
=4 2y—D+ 2 —d2x—1) =x+y2x—1)2y —1) = 2x*y —x*> =8y +4) + (2xy* —y?> — 8x +4) =
=(x+y)dxy —2x =2y +1) = 2xy(x +y) — (x +y)? + 2xy — 8(x +y) + 8 = dxy(x +y) — 2(x + y)* + (x + y).
Passando todos os termos para o mesmo lado da igualdade,

(x+y)2—2xy(X+y)+2xy—9(x—|—y)+8 =0= (x+y—1)(x+y—8)+2xy(1—x—y) =0 = (x+y—1)(x+y—8—2xy) = 0.

Com isso,
Ou x+y —1=0: as solugoes seriam (x,y) = (x,1 —x). Este par, quando substituido, satisfaz a equagao.

Oux+y—8—2xy =0: x(—2y+1) =8 —y. Assim, —2y + 1 divide 8 —y. Esta afirmagdo, aliada ao fato de que
—2y+1 divide ele mesmo, pode ser usada para se escrever que —2y + 1 divide —2(8 —y) + (—2y+1) = —15. Portanto,
—2y+ 1 € {£1,43,45,+15}. Essas 8 possibilidades produzem os pares

(X»U) = (8>0)a (_7»])3 (3) _])a (_2> 2)) (2) _2)) (_]>3)) (])_7)) (038)>

que verificam a equagao.

Resp.: (XJJ) € {(X)1 - X) | X € Z}U {(8)0)) (_7)])) (3> _])) (_2)2)) (2> _2)) (_])3)) (])_7)) (0)8)}
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Problema 3. Ha n fichas numa mesa, n um inteiro positivo. Ana Paula e Kellem jogam um jogo em turnos alternados,
com Ana Paula sendo a primeira a jogar.

Em cada rodada, a jogadora atual pode retirar qualquer quantidade de fichas de 1 a t+ 1, onde t é o niimero de fichas
removidas pela jogadora anterior. (Ana Paula é forgada a retirar exatamente 1 ficha em sua primeira jogada.) Ganha
quem retirar a ultima ficha.

Determine todos os valores de n tais que Ana Paula consegue garantir a vitdria, sem que dependa da estratégia de
Kellem.

Solugao: Os valores sdo n = 1,4 (mod 5). Podemos conjecturar isso a partir de casos pequenos.
Entao, ao receber o nimero m, Ana Paula joga da seguinte maneira:

e caso 1: se m =1 (mod 5), tira 1 ficha;

e caso 2: se m =2 (mod 5), tira 2 fichas;

e caso 3: se m = 3 (mod 5), tira 3 fichas;

e caso 4: se m =4 (mod 5), tira 1 ficha.

Note que isso impede Ana de receber um nidmero miltiplo de 5, pois, a cada momento, Kellem recebe um miiltiplo de
5 podendo retirar no méaximo 4 fichas, ou Kellem recebe um nimero da forma 5k + 3, podendo retirar 1 ou 2 fichas.
Ainda, quando n = 1,4 (mod 5), na primeira jogada, em que é obrigada a retirar 1 unica ficha, Ana Paula joga de
acordo com os casos 1 e 4, o que esta de acordo com a estratégia.

Vamos mostrar que Ana Paula pode fazer essa escolha de jogada:
e caso 1: Kellem retirou t > 1 fichas, entao sempre é possivel.
e caso 2 Kellem retirou t > 1 fichas, entao sempre é possivel, pois 2 =1+ 1.
e caso 4: Kellem retirou t > 1 fichas, entao sempre é possivel.

No caso em que Kellem recebe 5k:

e caso 3: se m = 3 (mod 5), temos que Kellem retirou 5k — (5§ + 3) =5(k —j) —3 > 5 — 3 = 2 fichas, permitindo
que Ana Paula retire 3 = 2 + 1 fichas.

No caso em que Kellem recebe 5k + 3:

e caso 3: se m = 3 (mod 5), temos que Kellem retirou 5k + 3 — (5j + 3) = 5(k —j) > 5 fichas, permitindo que Ana
Paula retire 3 <5 fichas.

Ainda a cada momento, apés a jogada de Kellem, Ana Paula sempre consegue jogar, pois, na jogada de Ana Paula,
| & | ndo se altera, assim quando chega a | % | = 0, temos que Ana Paula recebeu um niimero da forma 1,2, 3,4, pois
Kellem nao entrega multiplo de 5. Se receber 1,2, 3 fichas, Ana Paula pode realizar casos 1,2, 3, entregando 0 fichas e
ganhando o jogo. Se receber 4 fichas, ela entrega 3 fichas para Kellem, que pode tirar 1 ficha, restando 2 fichas para
Ana Paula ou retirar 2 fichas, restando 1 ficha para Ana Paula, que em ambas as situagoes pode retirar todas as fichas

restantes, vencendo.

Agora, quando n = 0,2, 3 (mod 5), temos que Kellem recebe, apés a primeira jogada, um ntimero da forma m =4,1,2
(mod 5). Assim, ela pode repetir a estratégia da Ana Paula que explicitamos acima, retirando. em sua primeira
jogada, 1 ficha no caso n = 0,2 (mod 5) e 2 fichas no caso n = 3 (mod 5). Desse modo, Kellem tem a estratégia
vencedora para esses casos.
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Problema 4. A sequéncia de inteiros positivos aj, az,... é tal que a; =1 e an é o menor inteiro maior que an_1 e
que é coprimo com ao menos metade dos termos anteriores. Existe um nimero impar que nao aparece na sequéncia?

Nota: a e b sdo ditos coprimos se mde(a,b) = 1.

Solugao: A resposta é sim. Suponha que todo impar aparece na sequéncia. Entdo, segue por inducao que ay < 2k—2
para todo k > 2.

Lema 1. Existe n fmpar tal que @(n) < 7.

Demonstrac¢ao. Tome n = pyp3 - Pk, em que pi é o i-ésimo primo. Assim,
o) _ (1 _ 1) (1 _ ‘)
n P/ Px
—1 -1 1 _ 1
— 2“) - (1 —]) (1 —1) ] P a P
n
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Pelo teorema fundamental da aritmética, cada inteiro positivo aparecera em algum momento para k grande. Assim,
para todo m existe k tal que

R |
emn) -1 2 m
Tomando m = 2%,
LN UL LRI L L L PR B I VL
e(n) 2 4 4 8 8 8 8 214~ 214 214 2

O

Suponha que n = ay. Entao, como ax < 2k —2 e ayx fmpar, ax < 2k—2 = k—1> %. Mas, pelo lema, ha no
maximo 7 termos coprimos com n, enquanto que hé mais de 5 termos anteriores. Absurdo. Com isso, algum fmpar

nao aparece na sequéncia.



